Potenser och potenslagar

Repetitionsmaterial (Arbetsblad 4)
Anders Kallén

Introduktion

Potenslagarna ar nagra av de viktigaste lagarna i matematiken. De
ar sjalvklara under vissa omstdandigheter (ndr potensen &r ett positivt
heltal), men hur de ska definieras nar exponenten ar ndgot annat an
ett positivt heltal 4r mindre sjalvklart.

Potenslagarna

Om a > 0 4r ett reellt tal, s& géller de fundamentala potenslagarna

ax . ay — ax+y (aJc)y — axy,

dér x och y ar reella tal. Dessutom har vi att, oma,b > 0,
(ab)* = a*b*.

Det hir arbetsbladet diskuterar hur uttrycken a* ska definieras och
innehéller 6vningar pé rdknereglerna.

Arkimedes potenslagar — exponenten ett positivt heltal
Om n > 0 ar ett heltal definierar vi

a"=a-a-...-a,
dér vi i hogerledet multiplicerar ihop 7 tal a. Potenslagarna
men - (gmyn — gmn

(ab)}’l — a?‘lbn/

(n, m positiva heltal) dr da sjalvklara: man maste bara tanka efter hur
manga a:n man multiplicerar.

Ovning 1 Visa att

genom att ordentligt skriva de ingdende elementen som produkter av
a. P4 samma sitt visa att

(ab)® = a°p°.

Ovning 2 Berikna
105\ 3 94.(1)3
0) 5-10 ,b) A
125 272

For heltal n dr det inga problem att definiera a” ocksa for negativa tal
a (vi ska ju bara multiplicera).

Ovning 3 Berikna

Berakna a" for andra heltal
Vad dr a® och a=" dér n &r ett positivt heltal?

Vi vill att dessa ska vara definierade sa att potenslagarna géller for
alla heltal.

For n = m = 0 innebdr forsta potenslagen att a° - a® = 2970 = 40,
dvs x = a° ska losa ekvationen x> = x. Denna har bara tvé losningar,
x =0, 1. Vilket ska vi valja?

Om vi sitter a¥ = 058 far viatt a* = a¥1t0 = g% . 40 = 4* . 0 = 0, vilket
vore ganska meningslost. Vi maste darfor bestimma att

a® =1.

For att se vad a—" méste vara, noterar vi att om n > 0 dr ett heltal, sa
kréaver potenslagarna att

373)2

Ovning 4 Berikna 3136

Anmiirkning Beviset ovan visar naturligtvis att det alltid galler att

vare sig x &r ett heltal eller inte (sd linge vi har definierat vad a* &r).

Berédkna a* nér x = m/n ar ett rationellt tal.

Vi ska borja med att definiera vad som ska menas med uzl’v, darn >0
ar ett heltal. Kalla talet for x. Eftersom potenslagarna ska gélla maste

vi da ha att

X" = (an)" = a"n =al =g,

vilket betyder att x ska vara n:te roten ur 4.
Exempel 1 92 = V9 =3.

Anmirkning Notera att /9 = 3, inte +3. Daremot har ekvationen x> =

9 tva 10sningar, x = +3.

Nu maste vi (for att potenslagarna ska gilla) definiera

==

1
n

— (a )ﬂl'

a

Anmiirkning Vihar bara definierat ai oma > 0. Men vi kan definiera
uttrycket d@ven for a < 0 dd n ar ett udda positivt heltal. Men inte nir

det dr jamnt. T.ex. har vi att (—8)% = —2 medan det inte finns nagot
reellt tal som ar (—8)% =+-8

Ovning 5 Berikna foljande uttryck:
a) 42, p) 8¥3, o) 4732, a4y (V8)¥3, o) 27723

Ovning 6 Skriv som potens av a

o) Va, b) Va o =, d) <71 )71.

Berakning av a* for irrationella tal x.

Hur beréknar man t.ex. 2V2?

Detta kraver gransovergang och tillgar pa foljande satt.

- Forst noterar vi att om x, y ar tva rationella tal sa géller attom x < y
sadra* <a’oma > 1;0m0 < a < 1giller den omvianda olikheten.

- Vi approximerar sedan det irrationella talet x med olika rationella

tal som ndrmar sig x (t.ex. dndliga delar av dess decimalutveckling).
Sedan gor vi en gransovergang.

Vi illustrerar processen:



Exempel 2 For att berdkna 2V2 tar vi en decimalutveckling
V2 = 1.414213562373095 ...
Vi har darfor t.ex. att
141421 < V2 < 141422
och de tvéd begransningstalen &r rationella tal. De kan darfor berdknas:
21414921 — 5 6651376... > 2.66513, 2141422 —2665160... < 2.66517

och vi ser att
2.66513 < 2V2 < 2.66517.

Vi har ddrmed bestamt fyra decimaler i decimalutvecklingen av 2v2,
Genom att ta med en storre del av decimalutvecklingen av v/2 kan

vi fa ett bittre narmevirde av 2V2. En stunds eftertanke visar att det
darfor maste finnas ett tal 2V2 och att vi kan bestimma detta tal till
den noggranhet vi vill. Problemet med att gora detta strangt matema-
tiskt dr att vi behover en ordentlig definition av vad som menas med
reella tal att falla tillbaka pa, s vi lamnar detta pa det praktiska plan
vi befinner oss.

Blandade 6vningar

Ovning 7 Berikna
1) (222-2%, b)) 32 -(3%)2 o) 22 -(22)7 d) 2.32-(2-3)%
Ovning 8 Berikna

) -7, B P-4 9 PTG

Ovning 9 Skriv som potens av a

a) 2474 p) <a4/3>1/3, o) \3/@,

d) aa, e) av/av/a.

Ovning 10 Berikna
1 5
35(33)? V21
——5 b 5-V154+ —.
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Ovning 11 Visa att x = 9/4 l6ser ekvationen x™V¥ = (x/x)*.
Ovning 12 Visa att /2 + v/16 4 v/54 + /128 = /2000
Ovning 13 Forenkla uttrycken

1 1
a) (ex + E—X)Z _ er _ e—Zx, b) 67 + ex+1 .




