Analytisk geometri (basalia)

Repetitionsmaterial (Arbetsblad 9)
Anders Kallén

Den réata linjen

En rét linje i planet som gar genom origo har, med ett undantag, ek-
vationen
y = kx.

k kallas riktningskoefficienten och bestims genom att vi anger en
punkt forutom origo som kurvan gér igenom.

Exempel 1 Ange ekvationen for den rita linje som gar igenom origo
samt punkten (3, 2). For detta stoppar vi bara in punkten i ekvationen:
3 = k-2, vilket ger att k = 3/2 och alltsa linjens ekvation till y = %x.
Denna ekvation kan ocksa skrivas 2y — 3x = 0.

Den réta linje som inte kan skrivas péd detta sdtt dr y-axeln, vilken
istéllet har ekvationen x = 0.

En rit linje i planet bestams normalt av

1. en punkt (xg, o) som den gar igenom
2. sin riktningskoefficient k.

Undantagen till denna regel &r de vertikala linjerna som har ekvatio-
ner x = Xo.

Det betyder att en icke-vertikal rit linje bestar av alla punkter (x,y)
sddana att

% =k & y—yo=k(x—x) (Enpunktsformeln).

— Xo

Generellt ser vi att en (icke-vertikal) rat linje kan skrivas pd formen
y = kx + m for konstanter k, m. Hér &r k linjens riktningskoefficient
och m dess skdrning med y-axeln.

Exempel 2 Bestdm den rita linje som gér genom punkterna (1,2) och
(2,5). Vi kan ange rikiningskoefficienten pa tva sitt:

=3 & y=3x-1

Anmirkning Detta dr egentligen tvapunktsformeln, men gjort utan
att man anvander nagon formel (annat 4n den grundlédggande karak-
teriseringen av en rét linje).

Anmirkning Linjen y = yo + k(x — x¢) &r den linje vi f&r om vi paral-
lellforflyttar linjen y = kx s att origo svarar mot (xg, o). Det tanke-
sédttet kommer att dyka upp igen i detta arbetsblad.

For att fa med alla réta linjer i en formel kan vi skriva deras ekvation
som ax + by + ¢ = 0 (ndgon av a,b maste vara # 0). Om b # 0 kan vi

dividera med b och fay = —{x — ¢, sé vi far formen y = kx + m om
vitark = —a/b, m = —c/b. Om b = 0 har vi ekvationen ax +c = 0
och alltsd x = —c/a.

Ovning 1 Bestdm pa formen ax + by + ¢ = 0 ekvationen for den rita
linje som gar genom

a) origo med rikiningskoefficienten —2/5,
b) (1, —3) med riktningskoefficient 1/2,
o) (—1,2) parallell med x-axeln

d) punkterna (2,1) och (1,3),

e) punkterna (—1,2) och (-1, —4).

Ovning 2 Bestim skérningspunkten mellan de tva linjerna

a) x+2y+4=0o0ch2x+y=0,
b) 5x —3y+4=00ch3x+2y—9=0,
o 2x+3y—3=0ochx+3y—4=0.

Som é&r kédnt fran gymnasiet galler att normalen till en linje med
riktningskoefficient k har en riktningskoefficient k; som &r sddan att
kik = -1

Ovning 3 Bestdm en ekvation fér normalen till linjen

a) y =2x+3ipunkten (1,5),
b) 4x — 3y + 6 = 01i punkten (0,2).

Parabeln

En parabel utgar ifran kurvan y = kx?. Om den kan vi siga att

1. den har sin ldgsta punkt i origo,
2. den ar symmetrisk kring y-axeln (y-axeln dr dess symmetrilinje).

Varje kurva som kan fas genom att parallellforflytta och/eller rotera
en sadan kurva kallas en parabel.

Exempel 3 Om vi parallellforflyttar y = kx? s& att origo hamnar
i punkten (xg,1/o) s& far vi en parabel som beskrivs av ekvationen
¥ —yo = k(x — x0)2. Den har sin lédgsta punkt i (xo, o) och har som
symmetriaxel linjen x = xg.

Exempel 4 Ekvationen y? = x definierar en parabel, ty den kurvan
ir uppkommen genom att vi roterar kurvan y = x? ett kvarts varv
medurs. Lagg mirke till att kurvan y? = x bestar av de tva kurvorna

y=Tochy= .

Ovning 4 Visa att kurvan y = x2 + 8x — 12 4r en parabel och skissera
den.

Cirkeln

I tva dimensioner giller att |(x,y)| = /x2 + y2. Det betyder att cir-
keln med medelpunkt i origo och radien 1 kan skrivas |(x,y)| = 1,
vilket blir detsamma som x? + y?> = 1. Denna cirkel kallas enhetscir-
keln.

Exempel 5 Vad beskriver ekvationen
(x=3)*+(y+2) =4

Vi kan skriva om den som |(x — 3,y + 2)| = 2, vilket i sin tur kan skri-
vas om som |(x,y) — (3, —2)| = 2. Hér stdr att vi soker alla punkter
(x,y) vars avstand till punkten (3, —2) dr 2. Det &r alltsa en cirkel med
medelpunkt i (3, —2) och radien 2.

‘ Ténk pa cirkeln pa detta satt!

Anmiirkning Cirkeln i exemplet kan sédgas ha uppkommit genom att
vi har (parallell-)forflyttat cirkeln x? + y? = 4 s att dess medelpunkt
ligger i punkten (3, —2).

Ovning 5 Ge en ekvation for cirkeln med foljande medelpunkt och
radie

a) (2,3) respektive 4,

b) (-3, —4) respektive /3.

Ovning 6 Beskriv den kurva som ges av ekvationen

a) ¥ —4dx+y? +5y =2,
b) x2+4x+y> =0,
¢ 3% +3y>+9x—y =0.

En viktig sak att veta om en cirkel ar att



‘ Tangenten till en cirkel i en punkt ar vinkelrat mot radien!

Ovning 7 Bestam ekvationen for tangenten till enhetscirkeln i punk-

ten (1/2,/3/2).

Ellipsen

En ellips &r en “tillplattad cirkel”. Fast tillplattad pé ett speciellt stt.
For att forsta hur, rita upp den vanliga enhetscirkeln x2 4+ y? = 11 ett
vanligt koordinatsystem.
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Sedan miter vi axlarna i nya skalor (som att ga fran mm: till tum). Det
betyder att vi gor variabelbyten x’ = ax, y’' = bx. Har &r alltsd x',y/
nya maétetal for samma langder. I dessa blir ekvationen for enhetscir-
keln

—a —a/2 a/2 a

Sa har ldngt har inte figuren dndrat sig. Men nu ritar vi om figuren
som ett “vanligt” koordinatsystem i de nya matenheterna. Da forand-
ras formen pa cirkeln till en ellips. (I figuren &ra = 2 och b = 3.)
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for en ellips vars medelpunkt ligger i origo. Vi ser att den skér x-axeln
ix = £a och y-axeln iy = £b. Man kallar talen 4, b for lingden av
ellipsens halvaxlar (eller slarvigare, ellipsens halvaxlar).

Exempel 6 Rita ellipsen 12x% + 48y% = 3. Vi vet att det &r en ellips, s&
det racker med att vi tar reda pa var den skir koordinataxlarna:

1 1
x-axeln:»y:0¢12x2:3:>x2:Eéx:ii,

1 1
y-axelnéx:0é48y2:3éy2:1—6:»y:iz.
Vi ser alltsa att ekvationen beskriver en ellips med medelpunkt i origo
och halvaxlarna 1/2 och 1/4.
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Ovning 8 Rita upp ellipsen 452 + 9y2 = 36.

Vi kan naturligtvis parallellforlytta dven ellipser. Om vi flyttar ellip-
sen x2/a% +y*/b? = 1sd att dess medelpunkt ligger i punkten (xo, o)
i stéllet for origo, s& far den ekvationen

(x —x)?

(Y —yo)*
- -1

bz

+

Ovning 9 Rita kurvan x?/4 — x/2+4?/9 —3/4=0.

Ovning 10 Vilka av foljande kurvor &r ellipser? Om det ar en ellips,
beskriv den i ord.

a) 2x2 —4dx+y2 45y =2,
b) 2x% +4x —y? =0,
©) x2 -4y = 36.

Hyperbeln

Vad far vi for kurva om vi ersitter ett plus framfor en kvadrat i ellip-
sens ekvation med ett minustecken? (Varfor kan vi inte ersitta bada
med minustecken?) Vi utgar ifran enhetscirkeln x> + 42 = 1.

Exempel 7 Vi borjar med att sitta minustecknet framfér y? och vill
alltsa skissera kurvan x2 — y2 = 1.

Man kan da borja med att rita ut tva hjélplinjer, vilka vi far genom att
ersdtta 1:an i hogerledet med 0:

-y =0e (x—y)(x+y) =0 y=xellery = —x.

Dessa hjalplinjer kallas asymptoter till kurvan av skél som snart ska
framga.

Sedan konstaterar vi att det minsta virdet x? kan anta &r 1 (varfor?
tank noga igenom detta), s om (x,y) ligger p& kurvan géller att an-
tingen dr x < —1 eller x > 1. Kurvan bestédr dérfor av tva bitar som
maste vara varandras spegelbilder i y-axeln eftersom ekvationen in-
te dndras om vi byter x mot —x. Dessutom dr kurvan symmetrisk i
x-axeln, eftersom inget hander om vi byter —y mot y. Om vi darfor
kan rita ut kurvan i forsta kvadranten sa far hela vi kurvan genom att
spegla i olika axlar.

Men i forsta kvadranten kan vilosa ut y till y = v/ x2 — 1, s& vi ser att
om vi 6kar x, 6kar iy och ndr x > 0 drstorbliry = vx2 — 1 ~ Va2 = x.
Kurvan narmar sig déarfor hjélplinjen y = x. Darfor kallas hjalplinjer-
na for kurvans asymptoter. Figuren ovan illustrerar hela kurvan med
sina asymptoter.

Ovning 11 Skissera hyperbeln y?> — x> = 1. Det mesta av analysen ar
som i foregdende exempel. Var ligger skillnaderna?



Om vi parallellforflyttar nagon av dessa kurvor sa att origo hamnar i
(x0,Y0) sa far vi ekvationer pd formen

(x—=x0)*  (y—w)?
=

For att skissera dem gor vi som ovan:

1. Forst bestimmer vi asymptoterna genom att satta hogerledet till
noll.

2. Sedan avgor vi vilken av axlarna kurvan skdr och bestimmer
skarningspunkten.

3. Dessa tva bitar information racker for att skissera hyperbeln.

Ovning 12 Skissera kurvan

(x—1)?
4

2
¥y _
) 1.

Blandade évningar

Ovning 13 Farenheits temperaturskala sitter vattnets fryspunkt till
32°F och vattnets kokpunkt till 212°F. Celsiusskala sétter som bekant
den forra till 0°C och den senare till 100°C. Finns det ndgon tempera-
tur dar de tva skalorna ger samma maétetal?

Ovning 14 Ligger foljande tre punkter i planet pa en rat linje?

a) (=6,5), (=2,2), (10,8), b) (=7,-5), (3,1), (8,4).

Ovning 15 Skissera foljande parabler:

a) x=y>+8y—12,
b) x2 + 6x + 4y = 36.

Ange speciellt deras symmetriaxlar.

Ovning 16 Bestdm a och b s3 att kurvan y = x> + ax + b gar genom
punkterna (—1,6) och (2,3).

Ovning 17 Bestimma skédrningen mellan parabeln y = x2+8x—12
och linjen y = 2x + 4.

Ovning 18 Vilken kurva beskrivs av ekvationen
X2 —2x+y’ +dy—4=0?
I'vilka punkter skidr denna kurva den rita linjen y = 2x + 1?

Ovning 19 Bestam mojliga virden pa talet a sa att cirkeln
x2 — ax + y* + 2y = a far radien 2.

Ovning 20 Bestam medelpunkt och radie for cirkeln
2+ +22x —y) = 4.

Ovning 21 Bestdam medelpunkt och halvaxlar for ellipserna

a) 2%+ (y—1)2%=1, b) 22> +y® —8x+2y+5=0.
Ovning 22 Beskriv de omraden i planet som ges av foljande olikhe-
ter:

a) x> —4x+y?+5y <2,

b) x2 +4x+y? >0,
¢ 3x2+3y2+9x—y <0.

Ovning 23 Bestam medelpunkt och asymptoter till hyperbeln
y? + 2y — 4x% = 0. Ange 4ven skirningarna med aktuell koordinatax-
el.

Ovning 24 Rita kurvorna
a) x*—y?+4x—2y=-2, b) x242y% —2x —4y=—1,

) Y —2x—4y+2=0, d) ¥ +y*+2x+4y+5=0.

Ovning 25 Bestdm skirningen mellan cirkeln x? +y2 = 4 och linjen
1
y=3x—1

Ovning 26 Bestam alla skérningspunkter mellan hyperbeln 3x? —
2y% + 6x + 4y = 3 och den rita linjen genom punkterna (—1,1) och
(2,4).

Ovning 27 Bestam antalet 16sningar till ekvationssystemet

(2x+3y+1)(8y—12x) =0
P4y =1



